Программный комплекс (предварительное название SMILE) написан на языке C++ из ядра и оболочки. Последняя, в свою очередь, реализована в двух вариантах: консольной программы с поддержкой скриптов и графического интерфейса, предназначенного для удобной визуализации орбит, их спектров, сечений Пуанкаре, частотных карт и т.д. Она включает библиотеки: Qt [22], необходимую для совместимости с разными платформами, GSL (графический интерфейс для научных задач) [23]  для расчетов, модуль DOP853 [24] для интегрирования орбит, программу BPMPD [25] или пакет GLPK [26], решающие линейную или квадратичную задачи оптимизации для построения моделей Шварцшильда. Кроме того, в графической оболочке задействованы библиотеки Qwt [27] и  Qwt3d [28] для построения графиков и модуль QDelaunay из пакета Qhull [29] для отрисовки орбиты в виде объёмного твёрдого тела. 

Функциональность программы складывается из нескольких взаимосвязанных частей. Ключевым является модуль, численно рассчитывающий орбиты и, в случае надобности, показатели Ляпунова в заданном потенциале (среди встроенных возможностей – трехмерный логарифмический и трехосный масштабно-инвариантный потенциалы, трехосный потенциал Денена (Dehnen), а также аппроксимация любого трехмерного потенциала сферическими гармоническими функциями). Затем несколькими методами определяется класс орбиты и выполняется анализ на степень ее хаотичности: схема спектральной классификации, в основе которой лежит метод, предложенный Carpintero & Aguilar [13], коэффициент диффузии частоты и показатель Ляпунова. Ансамбль орбит с одинаковой энергией отображается на карте частот, давая наглядное представление об орбитальной структуре потенциала [10,11,12]. Модуль, реализующий метод Шварцшильда, создает библиотеку орбит с разными энергиями и решает систему линейных уравнений для орбитальных весов. Все эти части будут подробно описаны ниже. 

Расчет орбит.  Расчет орбит выполняется алгоритмом DOP853, который представляет собой схему Рунге-Кутты 8-го порядка с переменным шагом. Он очень удобен для последующего фурье-анализа траекторий, так как выдает «плотные» данные, то есть значения координат и скоростей в произвольные (в частности, следующие через один и тот же промежуток) моменты времени. Энергия орбит, как правило, сохраняется с точностью 10-8. 

Используемый потенциал задается явной формулой (которая может также содержать интегрирование, требующее много компьютерного времени). Ниже приведены включенные в программу пары потенциал-плотность:

· логарифмический [17, 18, 11];

· трехосный потенциал Денена [9,10,12,20];

· масштабно-инвариантый потенциал [21].

 Сверхмассивную чёрную дыру (СЧД) можно включить в любой из потенциалов (она представлена ньютоновским потенциалом, поскольку общерелятивистские эффекты не дают вклада в глобальную динамику галактики).

Для данного значения энергии рассчитывается период колебаний по оси x, который в дальнейшем используется в качестве единицы времени и частоты. Для заданных отношений осей (ось x наибольшая) колебания в направлении x обладают наименьшей частотой. 

Одним из важных инструментов программного комплекса SMILE является визуализация орбит. Орбиту можно изобразить как в проекции на любую из трех главных плоскостей, так и в трехмерном виде. Кроме того, был реализован алгоритм «твердого тела», который основан на мозаичном разбиении (разбиение Делоне (Delaunay)) множества точек, из которых состоит орбита и исключении невидимых поверхностей так, что в результате остается лишь внешняя граница заполняемого орбитой объема (см. Рисунок 1). 

[image: image1.emf]
Рисунок 1. Трехмерное представление тонкой орбиты (2,1,-2)

Частотный анализ и классификация орбит

Орбиты разбиваются на классы по их спектрам с помощью следующей схемы (основанной на [13]). Сначала мы выделяем несколько самых сильных спектральных линий 
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 в спектрах по каждой пространственной координате 
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 линий с амплитудой не менее 10-3 от величины первой линии). Эта процедура выполняется методом DFT Хантера [14]. 

Регулярная орбита в трех измерениях должна иметь не более, чем три несоизмеримых фундаментальные частоты 
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 , так что каждую спектральную линию можно выразить как сумму гармоник по этим трем фундаментальным частотам: 
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Обычно самые сильные линии 
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 по каждой координате (ГЧДК – главные частоты в декартовых координатах) совпадают с фундаментальными частотами, хотя из этого правила есть и исключения. Кроме того, есть важный класс тонких орбит, для которых
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Они обозначаются как тонкие орбиты (l,m,n) (из трех чисел по крайней мере одно отрицательное) и их легко обнаружить на частотной карте. Важный класс тонких орбит – резонансные орбиты: тонкую орбиту (m,-l,0) можно также обозначить как резонанс l:m:* , а орбиты вида (mn, nl, -lm) называются резонансами l:m:n (если бы не дополнительные фундаментальные частоты, такая орбиты была бы замкнутой). Орбиты, у которых фиксированный период обращения вокруг оси x называются длинноосными трубками (ДОТ), вокруг z – короткоосными трубками (КОТ). Они, на самом деле, соответственно орбиты классов *:1:1 и 1:1:* , хотя обратное для хаотических орбит в общем случае неверно. Все остальные орбиты (не трубки, не тонкие орбиты и не резонансы) относятся к ящичным орбитам (названным так за то, что заполняют близкую к прямоугольной область пространства). Об орбитах с более сложным спектром (не все линии выражаются в виде линейной комбинации трех частот) говорят как о хаотических (на основании их спектра). 

Есть еще один критерий хаотичности орбит. Если взять разницу между фундаментальными частотами, рассчитанными по первой и второй половине орбиты, то этот «коэффициент диффузии частоты» большой для хаотических и малый (скажем, менее 10-4) для регулярных орбит [15]. Мы же берем степень диффузии ГЧДК, определенную как

[image: image9.emf]
где индексы (1) и (2) означают величины, вычисленные соответственно по первой и второй половине орбиты. 

В двух измерениях классификация сохраняет основные черты, но становится проще. Есть только ящичные орбиты и резонансы m:n (1:1 – это трубки), которые также могут быть регулярными или хаотическими. Заметим, что здесь нет особого класса для хаотических орбит: они попадают в подходящий из основных классов и называются хаотическими, если не все линии выражаются в виде линейной комбинации трех (в двух измерениях – двух) фундаментальных частот. Обычно такое разделение коррелирует с оценкой по степени диффузии ГЧДК и по показателю Ляпунова. 

Показатель Ляпунова. Показатель Ляпунова (или, более точно, наибольший показатель Ляпунова) 
[image: image10.wmf]L

 дает меру хаотичности орбиты. Если дана траектория x(t) и другая бесконечно близкая траектория x(t) + w(t), то 
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Для регулярных орбит этот показатель растет линейно с ростом времени, а для хаотических экспоненциально. 

Обычно 
[image: image12.wmf]L

вычисляют, одновременно с орбитой решая вариационное уравнения или попросту интегрируя близкую орбиту. Хотя первый метод более мощный в том смысле, что он дает не только наибольший, но и, в принципе, полный набор чисел Ляпунова, он требует знания вторых производных потенциала, которые не всегда легко вычислить. Второй метод относительно прост (и требует меньше времени): нужно всего лишь проинтегрировать одни и те же уравнения два раза. Единственная его проблема – отклонение двух орбит друг от друга должно оставаться малым, даже если принять во внимание экспоненциальное разбегание. Поэтому это отклонение нужно каждый раз перенормировать и приводить к очень малому значению. Но оказалось, что последний подход иногда неверно приводит положительному показателю Ляпунова для орбит, подходящих близко к черной дыре. 

Мы используем следующую процедуру для оценки 
[image: image13.wmf]L

. В регулярных орбитах или на начальном отрезке хаотической орбиты w растет линейно, поэтому |w|/t флуктуирует около некоторой постоянной величины (период флуктуаций соответствует характерному периоду орбиты). Когда (и если) экспоненциальный рост начинает преобладать, 
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 можно оценить как среднее значение (ln|w|)/t за характерное время этого роста. Если такого роста не происходит, то 
[image: image15.wmf]L

можно принять равным нулю (точнее, наложить верхнее ограничение). Порог, по которому определяется начинающийся экспоненциальный рост, есть момент, когда |w|/t становится в несколько раз больше, чем среднее за предыдущий промежуток времени (в текущей версии несколько значит в exp(2) раз). Кроме того, мы берем не мгновенное значение w, а медиану за некоторый интервал (два орбитальных период), чтобы избежать скачков. Мы также нормируем 
[image: image16.wmf]L

 на характерную орбитальную частоту, чтобы получить относительную меру хаотического поведения орбиты независимо от ее периода (так называемое удельное характеристическое число Ляпунова [19]).
Карта частот. Карта частот – удобный и наглядный способ анализа орбитальной структуры потенциала [11,10,12]. Для трехмерной системы мы отображаем отношение ГЧДК: 
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 для набора орбит, обычно для хорошо определенных начальных условий. Тогда точки, соответствующие тонким орбитам, которые мы определили выше, группируются вдоль определенных линий на карте. Обычно такую карту строят для набора орбит фиксированной энергии, в котором начальные условия для орбит лежат в некотором регулярном так называемом начальном пространстве. Широко используются два стартовых пространства [18]: одно стационарное и содержит орбиты, на которых скоростью обращается в ноль по крайней мере в одной точке (в ней они, по определению, касаются эквипотенциальной поверхности). Второе – пространство главных плоскостей, состоящее из орбит, которые пересекают одну из главных плоскостей (x-y, y-z и x-z) в перпендикулярном направлении. Набор регулярных орбит, для которых начальные условия представляют собой регулярную последовательность точек в начальном пространстве, проявляет себя на карте частот как хорошо определенная регулярная структура. Хаотические орбиты не имеют хорошо определенных присущих им частот, поэтому они заполняют карту случайным образом. Таким образом, легко выделяются области фазового пространства, которые содержат разные классы орбит, будь то регулярных, хаотических или резонансных, которые особенно важны. 

Метод Шварцшильда. Наконец, зная теперь орбитальную структуру потенциала, мы можем попытаться построить самосогласованную модель. Другими словами, мы ищем такое распределение орбит, которое отвечает профилю плотности, определяемому из потенциала посредством уравнения Пуассона. Метод Шварцшильда состоит в следующем. Конфигурационное пространство разбивается на 
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  ячеек, после чего производится расчет 
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 орбит с разными энергиями и вычисляется доля времени 
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, которую o-я орбита проводит в c-й ячейке. Затем решается система линейных уравнений для весовых орбитальных множителей w0:
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Здесь Mc – масса c-й ячейки, выведенная из профиля плотности. Решение сформулированной выше задачи на оптимизацию можно получить линейным (ЛМ) или квадратичным (КМ) численным методом (в последнем случае можно потребовать минимума суммы квадратов орбитальных весовых множителей, чтобы получить более равномерное распределение весов).

ЛМ и КМ реализованы в рамках модуля BPMPD [25], а ЛМ также входит в пакет GLPK [26]. В первом случае расчет идет гораздо быстрее, но требует исполняемого файла BPMPD, дать доступ к которому (версии под Windows) может только его автор. В любом случае время затрачиваемое на решение оптимизационной задачи обычно сильно меньше, чем время, необходимое, чтобы построить библиотеку орбит. 

Мы переформулировали оптимизационную задачу, введя дополнительные свободные переменные так, чтобы задача всегда имела решение. Тогда, когда исходная задача не имеет решения, мы получаем список ячеек, чью массу не удается воспроизвести [20]. 

Разбиение конфигурационного пространства производится аналогично [20]. Мы вводим 
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 концентрических слоев, каждый из которых содержит приблизительно 
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-ю часть полной массы (внешняя граница последней ячейки отнесена на бесконечность, поэтому эта ячейка на учитывается в моделировании). На границах слоев плотность постоянна, и они далее покрываются угловой сеткой. Требование равенства масс в слоях, вообще говоря, необязательно, и можно построить сетку с массой, убывающей к центру. Библиотека орбит строится тем же образом, что и для карты частот за тем исключением, что теперь мы приписываем начальные условия на 
[image: image25.wmf]shell

n

 эквипотенциальных поверхностях (которые пересекают соответствующие поверхности равной плотности по оси x). 

Доля времени, которую орбита проводит внутри каждой ячейки, рассчитывается с высокой точностью благодаря возможности получить «плотные» данные для траектории. Если две соседние точки на траектории попадают в разные ячейки, мы можем найти точный момент пересечения границы последовательными двоичными делениями интервала времени. Такой подход более прост и точен, чем применяемые в [20,21].

Один из важных вопросов при моделировании, нужно ли включать хаотические орбиты в библиотеку. Критерий, по которому разделяются регулярные и хаотические орбиты, – это минимальное значение либо показателя Ляпунова, либо степени диффузии ГЧДК. Можно обрабатывать все орбиты одним способом, а можно усреднить все хаотические орбиты с данной энергией в одну суперорбиту (сделав предположение, что все они действительно части одного и того же односвязного объема в фазовом пространстве). [9]. Попытка построить такое решение с полным смешиванием может не удаться, если только не ограничиться при смешивании хаотических орбит количеством внутренних слоев 
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. Это число также можно задавать. Кроме того, можно увеличить или уменьшить долю хаотических орбит (и в принципе не только хаотических), введя множитель в целевую функцию оптимизационной задачи [20]. 

Построение библиотеки орбит для карты частот и численного моделирования Шварцшильда тривиальным образом разбивается на любое количество потоков. 

Интегрированная среда. Графический интерфейс программного комплекса представляет собой интегрированную среду для расчета, анализа и визуализации. Например, после построения карты частот мышкой можно выбрать какую-либо точку и проанализировать соответствующую орбиту более подробно. Кликнув по поверхности Пуанкаре, можно задать начальные условия для орбиты (в двухмерном пространстве), а результаты моделирования по методу Шварцшильда можно проанализировать на недостающие ячейки, вклад разных семейств орбит в массу данной ячейки или оболочки и т.д. С другой стороны, консольная версия с поддержкой скриптов предназначена для командного выполнения заданий, которые можно позже загрузить и проанализировать в графической оболочке или же в какой-нибудь другой программе.
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